Théoréme de Bohr-Mollerup

Toute fonction f: R™ — R*™* vérifiant :
e V>0, f(x+1)=xaf(z)
o f(1)=1

o f est logarithmiquement convexe
+o0

est égale a la fonction I' définie par Vo > 0, I'(z) = f t" et dt.
0

Démonstration.
o Montrons que I' vérifie ces propriétés.
* Par intégration par parties, on a Vo > 0,

I(z+1) = f t'e tdt = [— tze_t} + f ot et dt = xf t" e tdt = 2T (z)
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* I'(1) = f e tdt = [— e’t] = 1.
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x Comme Vo > 0, t — t* le~! est continue, positive et non identiquement nulle alors

I'(z) > 0.
* Soient x,y € RT™ et A €]0, 1].
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et In (T(Az + (1= N)y)) <In (T(z)* T'(y)') = AIn(T'(z)) + (1 — A) In(D(y)).
e Soit f une fonction vérifiant ces conditions.
Montrons que f =T

Notons tout d’abord que Vx > 0,

fle+1) zf(x) _ flz)

T(x+1) zl(z) TI(x)

Inof

Ainsi, il suffit d’étudier f sur ]0, 1]. Soit z €]0, 1].
Soit n > 2. Comme Inof est convexe, alors en , , , ,
appliquant 1'inégalité des trois pentes aux valeurs n-1 montE n+l
n—1l<n<n+axz<n+1, on obtient

Inof(n—1) —Inof(n) _ Inof(n+a)—Inof(n) _ Inof(n+1)—Inof(n)
n—1-mn A n+x—n - n+1l-n

Comme Vo >0, f(x +1) =axf(z), alors Vke N, f(k+ 1) = k! donc

Inof(n+z)—In(n —1)!
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In(n—1) = —In(n—2)!+In(n—1)! <

< In(n!)—In(n—1)! = In(n)




Ainsi, In ((n — 1)*(n — 1)!) < Inof(z +n) < In (n"(n — 1)!).
Par croissance de I'exponentielle, on a (n — 1)*(n — 1)! < f(z +n) < n*(n —1)!
Comme f(zx+n)=(z+n—1)---(x+ 1)af(z), alors on en déduit que
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Cette inégalité est vraie pour tout n € N*. Donc
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Donc lim

noto (z+n) - (2 + D)z
Par unicité de la limite, on a I’égalité sur |0, 1] et donc sur R**. ]

f(x). C’est en particulier vrai pour la fonction I'.



