
Théorème de Bohr-Mollerup

Toute fonction f : R`˚ Ñ R`˚ vérifiant :
• @x ą 0, fpx ` 1q “ xfpxq

• fp1q “ 1
• f est logarithmiquement convexe

est égale à la fonction Γ définie par @x ą 0, Γpxq “

ż `8

0
tx´1e´t dt.

Démonstration.
• Montrons que Γ vérifie ces propriétés.

‹ Par intégration par parties, on a @x ą 0,

Γpx ` 1q “

ż `8

0
txe´t dt “

”

´ txe´t
ı`8

0
`

ż `8

0
xtx´1e´t dt “ x

ż `8

0
tx´1e´t dt “ xΓpxq

‹ Γp1q “

ż `8

0
e´t dt “

”

´ e´t
ı`8

0
“ 1.

‹ Comme @x ą 0, t ÞÑ tx´1e´t est continue, positive et non identiquement nulle alors
Γpxq ą 0.

‹ Soient x, y P R`˚ et λ Ps0, 1r.

Γpλx ` p1 ´ λqyq “

ż `8

0
tλx`p1´λqy´1e´t dt

“

ż `8

0
tλpx´1qtp1´λqpy´1qe´t dt

“

ż `8

0

`

tx´1e´t
˘λ`

ty´1e´t
˘1´λ dt

ď

ˆ
ż `8

0
tx´1e´t dt

˙λ ˆ
ż `8

0
ty´1e´t dt

˙1´λ

par Hölder

ď Γpxq
λ Γpyq

1´λ

et ln
`

Γpλx ` p1 ´ λqyq
˘

ď ln
`

Γpxqλ Γpyq1´λ
˘

“ λ lnpΓpxqq ` p1 ´ λq lnpΓpyqq.
• Soit f une fonction vérifiant ces conditions.
Montrons que f “ Γ.
Notons tout d’abord que @x ą 0,

fpx ` 1q

Γpx ` 1q
“

xfpxq

xΓpxq
“

fpxq

Γpxq

Ainsi, il suffit d’étudier f sur s0, 1s. Soit x Ps0, 1s.
Soit n ě 2. Comme ln ˝f est convexe, alors en
appliquant l’inégalité des trois pentes aux valeurs
n ´ 1 ă n ă n ` x ď n ` 1, on obtient

n ´ 1 n n ` 1n ` x

ln ˝f

ln ˝fpn ´ 1q ´ ln ˝fpnq

n ´ 1 ´ n
ď

ln ˝fpn ` xq ´ ln ˝fpnq

n ` x ´ n
ď

ln ˝fpn ` 1q ´ ln ˝fpnq

n ` 1 ´ n

Comme @x ą 0, fpx ` 1q “ xfpxq, alors @k P N, fpk ` 1q “ k! donc

lnpn´1q “ ´ lnpn´2q!`lnpn´1q! ď
ln ˝fpn ` xq ´ lnpn ´ 1q!

x
ď lnpn!q´lnpn´1q! “ lnpnq



Ainsi, ln
`

pn ´ 1qxpn ´ 1q!
˘

ď ln ˝fpx ` nq ď ln
`

nxpn ´ 1q!
˘

.
Par croissance de l’exponentielle, on a pn ´ 1qxpn ´ 1q! ď fpx ` nq ď nxpn ´ 1q!
Comme fpx ` nq “ px ` n ´ 1q ¨ ¨ ¨ px ` 1qxfpxq, alors on en déduit que

pn ´ 1qxpn ´ 1q!
px ` n ´ 1q ¨ ¨ ¨ px ` 1qx

ď fpxq ď
nxpn ´ 1q!

px ` n ´ 1q ¨ ¨ ¨ px ` 1qx
“

nxn!
px ` nq ¨ ¨ ¨ px ` 1qx

x ` n

n

Cette inégalité est vraie pour tout n P N˚. Donc

fpxq
n

x ` n
ď

nxn!
px ` nq ¨ ¨ ¨ px ` 1qx

ď fpxq

Donc lim
nÑ`8

nxn!
px ` nq ¨ ¨ ¨ px ` 1qx

“ fpxq. C’est en particulier vrai pour la fonction Γ.

Par unicité de la limite, on a l’égalité sur s0, 1s et donc sur R`˚.


